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Resume. La categorie de Soergel Bfc(F) sur un corps k est definie 
a partir d'un systeme de Coxeter (W, S) et d'une representation 
fc-lineaire V de W. C'est une categorie de bimodules sur l'algebre 
de polynomes sur V . C'est aussi une categorification de l'algebre de 
Hecke de (W, S) . Dans cet article nous montrons que pour certaines 
representations V et V de W, la conjecture de Soergel sur Bfc(V) 
est equivalente a celle sur B&(V) . En particulier, quand k = R, 
nous pouvons choisir pour V' la representation geometrique. 



Introduction 

Dans 1'article [2J de 1992, Soergel a categorifie H, l'algebre d'lwahori- 
Hecke d'un systeme de Coxeter (W, S). Ceci signifie que si k est un corps 
infini et V une representation fc-lineaire de W satisfaisant certaines 
proprietes, alors Soergel a construit une categorie tensorielle B fc (V^) - 
appelee categorie de Soergel sur V- et un isomorphisme d'anneaux e 
de H vers le groupe de Grothendieck scinde de Bfc(V). 

II a alors pose une conjecture (12.71 ci-dessous) qui donne une corres- 
pondance bijective, via e, entre les elements de la base de Kazhdan- 
Lusztig et les elements indecomposables de Bfc(V). 

Cette conjecture implique deux resultats majeurs : d'une part, quand 
k — H, la conjecture de positivite des polynomes de Kazhdan-Lusztig 
(voir [4]) et d'autre part, quand k est de caracteristique positive, une 
partie de la conjecture de Lusztig portant sur les caracteres des re- 
presentations irreductibles de groupes algebriques en caracteristique 
positive (voir [3]). 

Dans la section 1 de cet article nous donnons les notations et de- 
finitions que nous utiliserons dans la suite. Dans la section 2 nous 
donnons l'enonce des trois theoremes principaux. Nous choisissons V 
et V une representation et une sous-representation de W satisfaisant 
certaines proprietes techniques. Ces proprietes sont satisfaites en par- 
ticulier quand k = R, V est une des representations utilisees par Soer- 
gel dans sa theorie (une representation RF) et V est la representa- 
tion geometrique. Le premier theoreme ( 12.21 ) etablit des relations entre 
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les espaces de morphismes de Bfc(V') et ceux de B fc (V). Le second 
(12.31) enonce une bijection entre les indecomposables de B fc (V r ) et ceux 
de Bfc(V r/ ). Le troisieme (12.4ft nous donne un isomorphisme entre les 
groupes de Grothendieck scindes de Bfc(V) et de Hk(V'). 

Ces deux derniers theoremes impliquent que la conjecture de Soergel 
est equivalente pour B/ C (V A ) et Bjfc(V). En particulier ceci montre que 
la conjecture de Soergel pour k = R et V la representation geometrique 
implique la conjecture de positivite des polynomes de Kazhdan-Lusztig. 

Dans la section 3 nous donnons les outils principaux pour demontrer 
ces theoremes : notamment nous travaillerons au niveau des corps de 
fractions des anneaux de polynomes pour montrer des isomorphismes 
entre les espaces de morphismes. Enfin, dans la section 4 nous achevons 
les demonstrations des theoremes. 

J'aimerais remercier Geordie Williamson pour ses remarques, et Ra- 
phael Rouquier pour son encouragement et ses multiples idees et com- 
mentaires. 



1. Definitions 
1.1. Donnons d'abord quelques definitions. 

Definition 1.1. Un systeme de Coxeter est un couple (W,S) ou W 
est un groupe et S C W une partie generatrice, tels que W admet 
une presentation de generateurs s G S et relations (sr) m(s ' r ) = 1 pour 
s, r 6 S, avec m(s, s) = 1 , m(s, r) > 2 et eventuellement m(r, s) = oo 
si s 7^ r. 

Definition 1.2. Soit (W,S) un systeme de Coxeter. Nous definissons 
l'algebre de Hecke Tt = H(W,S) comme la X[v , f _1 ]-algebre de gene- 
rateurs {T s } seS , ceux-ci satisfaisant les relations 

^2 „.-2 i f-2 



T; = v~ z + {v' z - l)T 8 



pour tout s G S et 



rri rri rri rjl rri rjl 

m(s,r) termes m(s,r) termes 

si s,r G S et sr est d'ordre m(s,r). 

Si x = S1S2 ■ • • s n est une expression reduite de x, on definit T x = 
T Sl T S2 ■ ■ ■ T Sn (T x ne depend pas du choix de la decomposition reduite). 
Nous posons q = v~ 2 . Nous pouvons montrer que {T x } x&w est une base 
de 7i sur X[v, v" 1 ]. 

Soit T C W le sous-ensemble des reflexions, c'est a dire, tous les 
elements qui sont conjugues aux elements de S. 
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Definition 1.3. Soit k un corps de caracteristique differente de 2. 
Une representation de dimension finie de W sur k est appelee reflexion 
fidele (RF) si elle est fidele et si l'ensemble d'elements de W qui ont un 
espace de points fixes de codimension un coincide avec l'ensemble des 
reflexions. 

Definition 1.4. Pour chaque objet gradue M = ^ i M i , et chaque 
entier n, on definit l'objet decale M{n) par (M(n))j = M i+n . 

Definition 1.5. Soit r : 7i — > Z[f,f _1 ] l'application definie par 

r ( pxTx I = pi ( px G v 

\x&W J 

Definition 1.6. Pour toute petite categorie additive A, on definit le 
groupe de Grothendieck scinde (^4). C'est le groupe libre sur les objets 
de A modulo les relations M = M'+M" chaque fois que M = M'@M". 
Chaque objet A & A definit un element (A) G (^4). 

Definition 1.7. Soit U une representation de W sur le corps k. Soit 
R = S(U*) = R(U) l'algebre symetrique de U*, c'est a dire l'algebre 
des fonctions regulieres sur U, sur laquelle W agit par fonctorialite. 
L'algebre R est graduee de la maniere suivante : R = © ieZ R% avec 
i?2 = U* et Ri = pour i impair. Nous notons R s le sous-anneau de 
R des invariants pour Taction de s G W. Pour s G S nous definissons 

e s = r® R s r. 

La categorie de Soergel B fc (£7) associee a U est la categorie des 
(R, R)— bimodules Z-gradues, dont les objets sont les facteurs directs 
des sommes directes finies d'objets du type 9 Sl ®_r • ■ ■ ®r 9 Sn (d), pour 
un d G Z et s\, . . . , s n G <S. Par la suite nous noterons 9 S1 ■ • • 9 Sn (d) le 
(R, J R)-bimodule 9 Sl ® R ■ ■ ■ ® R 9 Sn (d) 

Definition 1.8. Nous disons qu'une paire {U,U') dont U est une re- 
presentation et V une sous-representation de W est une bonne paire, 
si elle satisfait a la propriete que que les reflexions simples agissent 
comme des reflexions, et U satisfait aussi que le corollaire 4.2 de [I] est 
valable pour R = R(U), c'est a dire : 

Propriete 1.9. Nous definissons les entiers rii par r((l + T S1 ) . . . (1 + 
^«n)) = Tlii 71 ^ ■ Alors, il existe un isomorphisme de R— modules a 
droite gradues 

Rom(9 Sl ---9 Sn ,R)~® i n i R(2i). 

Remarque f.fO. Dans Particle [4] Soergel montre que la propriete If .91 
est vraie si U est RF. Dans le meme article Soergel construit une repre- 
sentation reelle RF U pour chaque systeme de Coxeter (W, S). Cette 
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representation admet une sous-representation U' Q isomorphe a la repre- 
sentation geometrique. Done (U ,Uq) est une bonne paire. 

1.2. Nous fixerons jusqu'a la fin de cet article une bonne paire (V, V). 
Soit R' = R(V) l'algebre des fonctions regulieres sur V. L'inclusion 
V' C V induit une surjection Q : R — > R' , ce qui permet de voir R' 
comme -R-module. Pour s G S nous definissons 9' s = R' (g> fl / s R' . 

Soit B = B fc (y), B' = B k (V), C la categorie de {R, i?) -bimodules, 
C la categorie de (R f , R')— bimodules et 3£ : B — > C le foncteur additif 
qui envoie M vers i?' ® R M ® R i?'. 

2. Theoremes principaux 

Nous avons que s G S agit comme une reflexion dans V et dans V, 
done nous pouvons trouver V" stable par s, avec V = V ®V" . Comme 
R(V) = R(V) ® i2(V"), nous avons # s = ® i2(V"). Cette derniere 
egalite nous permet d'obtenir les isomorphismes suivantes dans C : 

(2.1) X{6 S ) ~ i?' i?' ~ ^ 

Nous avons besoin du lemme suivant pour expliciter ce que veut dire 
le titre de cet article. 

Lemme 2.1. Soit M G B. X(M) ~ R'® R M comme (R', R)- bimodules. 

Demonstration. II suffit de le prouver pour M — 8 Sl ■ ■ • 8 Sk , avec S\, . . . ,Sk G 
iS. Comme ker(Q) = V - 1 • R (ici V 1 est l'ensemble des formes lineaires 
sur V nulles sur V), il suffit de montrer que (R' ®r M) ■ V L = 0. 
Mais si s G S, alors s agit trivialement sur V/V, alors W agit trivia- 
lement sur V/V, done aussi sur 1/ - 1 ~ (V/V r )*. Nous concluons que 
C alors (R 1 ® fi M) ■ K' 1 - = V' L ■ (R' ® R M) = ce qui permet 
de conclure. □ 

Avec ce lemme nous voyons aisement les isomorphismes dans C : 

(2.2) X{6 S1 ■ ■ ■ 9 Sk ) ~ 9' S1 ■ ■ ■ 6> Sk ~ X(9 S1 ) ■ ■ ■ X{6 Sk ) 

Ces isomorphismes generalisent l'isomorphisme (12 . II) et montrent qu'on 
peut regarder X comme un foncteur (tensoriel) de B vers B'. Les trois 
theoremes suivants expliquent le fait qu'on considere que la representa- 
tion dans V est equivalente a la representation dans V dans la theorie 
de Soergel. 

Theoreme 2.2. Pour tout M, N G B, le morphisme canonique : 

R' ® R Hom c (M, N) ^ Hom c ,(£(M), %{N)) 
est un isomorphisme de R' -modules gradues. 
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Theoreme 2.3. M est indecomposable dans B si et seulement si X(M) 
est indecomposable dans B'. 

Theoreme 2.4. X induit un isomorphisme au niveau des groupes de 
Grothendieck scindes, qu'on appelle aussi X : (B) — > (B') 

2.1. 

Definition 2.5. Une representation est appelee "reflection vector fai- 
thful" (RVF) si elle satisfait que les reflexions agissent comme des re- 
flexions et que les differentes reflexions ont des differents (— l)-espaces 
propres 

Remarque 2.6. L'ensemble des representations RF est contenu dans 
l'ensemble des representations RVF. La representation geometrique 
d'un groupe de Coxeter W est RVF mais non pas necessairement RF, 
comme le montre l'exemple du groupe diedral infini. 

2.2. Soit U une representation RVF. Dans le theoreme 1.10 de Particle 
[2], Soergel donne un isomorphisme d'anneaux entre l'algebre de Hecke 
de W et le groupe de Grothendieck scinde de Bfe(C/), e : TC ^ (Bfc({7)). 
Nous posons la conjecture de Soergel sur B Ej (C/) : 

Conjecture 2.7 (Soergel). Soit U une representation RF de W sur R. 
Pour tout x £ W , il existe un R(U)-bimodule indecomposable 1i-gradue 
B x G Bfc(£7) tel que s(C' x ) =< B x >, oil C' x est I'element de la base de 
Kazhdan-Lusztig associe a x. 

Remarque 2.8. Dans [4], Soergel montre que prouver 12.71 pour un U 
quelconque satisfaisant les hypotheses de 12.71 implique la conjecture de 
positivite des polynomes de Kazhdan-Lusztig. 

Remarque 2.9. La conjecture 12.71 peut se generaliser pour k un corps 
infini. Dans ce cas c'est connu qu'elle n'est plus vraie en toute genera- 
lite. Cependant, dans [3j Soergel montre que si la caracteristique de k 
est plus grande que le nombre de Coxeter de W et si W est un groupe 
de Weyl fini, alors la conjecture 12.71 est equivalente a une partie de 
la conjecture de Lusztig portant sur les caracteres des representations 
irreductibles de groupes algebriques sur k (par exemple GL n (F p )). 

Remarque 2.10. Si V et V (les representations qu'on a fixe dans la sec- 
tion ll .2D sont RVF, les theoremes l2.3l et l2T4l impliquent que la conjecture 
de Soergel sur B est equivalente a la conjecture de Soergel sur B' . 

En particulier, le remarques 11.101 et 12.81 impliquent que quand k = R, 
si nous demontrons la conjecture 12.71 pour U = U' Q (la representation 
geometrique definie dans la remarque ll.101) . alors nous demontrons 12.71 
pour U = Uq, et done nous prouvons la conjecture de positivite de 
Kazhdan-Lusztig. 
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3. Travail sur les corps de fractions de R et de R' 

Pour demontrer ces theoremes, nous commengons par un lemme im- 
portant : 

Lemme 3.1. Soit (si,...,Sk) E S k et M = 9 Sl ---8 Sk . lis existent 
un entier n et une application surjective f E Hom c (M, R n ), tels que 
le morphisme B.om c (R n , R) — ► Hom c (M, R) qui s'en deduit est un 
isomorphisme de R-modules a droite. 

Remarque 3.2. Ce morphisme peut etre regarde comme la projection 
r> M — > r> M/r >0 M dans la notation de Particle [4] section 5. 

Demonstration. Etant donne que la propriete 11.91 est valable pour R = 
R{V), dans Particle [1] nous montrons qu'il existe une base fi, ■ ■ ■ , f r E 
Honic(M, R) comme i?-module, appelee base des feuilles legeres, et 
qu'il existe un ensemble {x±, . . . , x r } C M tel que fi(xj) = si i < j et 
fi(%i) = 1- Ceci permet de conclure que n = r et / = ^ fi satisfont 
les proprietes du theoreme. □ 

Nous continuons avec les notations du lemme I3T1 Le lemme [37T1 nous 
donne une suite exacte de (R, R)— bimodules 

(3.1) -> keif -> M -> R n -> 0. 

Cette suite est scindee comme suite de R— modules a gauche, R n etant 
projectif. Nous obtenons done une suite exacte de (R f , R)— bimodules 

-> R' ® R keif — > R' ®r M — > R' ®_r R n — ► 

Comme M E B, par le lemme [2J] Taction a droite de R sur R' ®rM se 
factorise par R f , et comme R'^nkeif s'injecte dans R '®rM, Taction a 
droite de R sur i?'®#ker/ se factorise aussi par R', done nous pouvons 
considerer R' ®r ker/ comme un (i?', R')— bimodule. Finalement nous 
obtenons une suite exacte de R'— modules 
(3.2) 

-> Hom C / (R' n , R!) Home (i?' ®r M, i?') -»■ Home (# ®ij ker/, 
Proposition 3.3. Hom C '(^' ®Rkeif,R') = 

Demonstration. Avant de prouver cette proposition il nous faut prouver 
deux lemmes 

Lemme 3.4. Soit K' le corps de fractions de R' et M E B. Nous avons 
un isomorphisme de (K' , R) — bimodules : 
K' Or M ~ K' ® R M ® R K' 
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Demonstration. II suffit de prouver l'isomorphisme pour M = 9 S . Pour 
ceci il faut commencer par prouver risomorphisme de (K', R) — bimodules 
suivant : 

(3.3) K' ® R > S R' ~ K' ® R , S K' 

Soit in : R' iC' l'injection canonique, et soit l'equation de l'hy- 
perplan defini par s dans V . Alors le morphisme 

Id® in : iC' ® R ' S R' — > X' K' a pour inverse le morphisme 

— ® — i-> -— ® s{q 2 )P2 

qi <?2 qiq2s{q2) 

ce qui montre la formule (13.31) . 

Nous avons alors une suite d'isomorphismes de (K f , R)— bimodules : 

K' ® R s R ~ K' ® R , (R 1 ® R (R ® RS R)) 

K' ®r> (R' ® RS R') (lemme EJ) 

K' ® R > {R! ® R >s R') (HU 

K' ® R ' S K' (isomorphisme ( 13.31) 



K'® K s K' 



Done nous avons montre le lemme pour M = 6 S , ce qui complete la 
preuve du lemme. 

□ 

Remarque 3.5. Dans la suite nous allons considerer K' ®rM, via l'iso- 
morphisme du lemme 13741 comme un (K', K')— bimodule. 

Definition 3.6. Soit A un anneau muni d'une action de W . Pour w G 
W, nous notons A w le (A, A)— bimodule ayant A comme ensemble sous- 
jacent, et dont Taction a gauche est Taction habituel mais Taction a 
droite est tordue par w, e'est-a-dire, a- a' — aw (a 1 ), pour tout a, a' G A. 

Lemme 3.7. Nous utilisons les notations du lemme \3A\. II existe un en- 
semble d'entiers naturels {n w } w( z\y, e t un isomorphisme de (K', K') — bimodules : 

(3.4) K'® R M~ 0«)"™ 

avec n\ = n, ou 1 est I'identite de W. 

Demonstration. Nous avons une suite exacte de (R, R)— bimodules : 

0^R S ^6 S ^R^0 

ou m s est le morphisme multiplication et /x s (l) = x s ® 1 — 1 ® x s , ou x s 
est l'equation dans V de Thyperplan de reflexion de s. Comme R est 
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un .R-module projectif, en tensorisant par K' sur R nous retrouvons 
une suite exacte de (K', K')— bimodules par le lemme [3T41 : 

(3.5) -> K' s -> K' ® R 9 S -> K' -> 

Soit l'equation dans I 7 ' de l'hyperplan de reflexion de s. La suite 
13.51 est scindee par le morphisme u s : K' ® R 9 S — > donne par 
(K' ®rs R 3 a®b i— > as(b)/2x' s ). Done nous avons un isomorphisme de 
-bimodules : 

(3.6) ®jy fl s ~ X' © i^. 

Nous avons les isomorphismes de (if', -ft'') - bimodules : 

K' ® R 9 S1 --- 9 Sk ~ K' ® R si K' ® R s 2 ■ ■ ■ ® R s k K' (lemme (J3 

~ (K 1 ® R s 1 K') ® K > ■■■ ®k> (K' ® R s k K') 
~ (If © K' Sl ) ® RI ■ ■ ■ ® K > (K 1 © K' Sk ) (equation 

Done le fait que K' x <S>k' K' y ~ K' xy permet de conclure la premiere 
partie du lemme. 

Maintenant nous prouverons que n\ = n. Par la construction de 
risomorphisme [376l si 

I = card{l < h < i 2 < ■ ■ ■ < i p < k; s h ■ ■ ■ s ip = 1}, 

alors n\ — I. 

En outre, la propriete 11.91 dit que si nous definissons les entiers 
par r((l + T Sl ) . . . (l + T Sfe )) = 'Yli n 'i < fi alors, il existe un isomorphisme 
de R— modules a droite gradues 

Hom(0, 1 ---0 afc ,.R) ~ ©inji2(2z). 

Mais par le lemme [37TT ceci implique que n = Yli n 'i- La specialisation 
de l'algebre de Hecke en q = 1 est un morphisme p d'algebres de TC 
vers CW = (B xe yyCx, l'algebre du groupe de W. Nous appliquons p des 
deux cotes de l'equation 

(1 + T n ) . . . (1 + T s J = £ ntf + ^T w 

dont les X w sont des polynomes en q, et nous obtenons 
(l + si)---(l + s fc ) =J2 n ' l + J2 Xw ^ w 

Ceci implique que ^2i n i = ^ e ^ cec i ^ a P reuve du lemme. □ 
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3.1. Preuve de la proposition 13.31 : Dans la suite exacte (13.11) . le 
fait que R n est projectif comme -R-module a gauche nous permet de ten- 
soriser par K' et obtenir encore une suite exacte de (K', K')— bimodules, 
par le lemme 13.41 : 

-»• K' ® R ker/ -> K' ® R M -> K >n -> 

de par le lemme 13.71 cette suite est isomorphe a : 

-> K' ® R kerf -> © (0(^) n ») -> if' n -> 

II est facile de voir que 

(3.7) Kom K , )K ,(K' w ,K')~ 

Done nous pouvons conclure que 

K' ® R kexf~Q){K' w ) n ™. 

Cet isomorphisme et (13.71) permettent de conclure que Hom^/ ^ K i(K' ® R 
kerf, K') — 0. 

Supposons que g G Homc'(-R' <g>j? kerf,R'), et g ^ 0. Alors 7^ 
Id® g & B.om.K',K'(K' ®_r ker/, if'), ce qui est une contradiction et 
permet de finir la preuve de la proposition. 

□ 

4. Preuves DES THEOREMES 

Preuve du theoreme 12.21 : Comme consequence de la proposition 
13.31 et de la suite exacte (13.21 ). nous concluons que 

Hom C '(#' n , R') ^ Hom c ,(R' ® R M, R'), 

ce qui demontre le theoreme 12.21 pour M = 9 Sl ■ ■ ■ Sk et N = R. 
Par le lemme 3.3 de |T], nous savons que si M, N G B, le morphisme 

$s(M,N) : Rom(6 s M,N) -> Hom(M, # s iV)(2) 

/ 1— > (m 1— > x s (g) /(l (g) m) + 1 (g /(l (g x s m)) 

est un isomorphisme de .R-modules a droite gradues. Nous connaissons 
explicitement son inverse : si g G Hom(M, 9 S N)(2), on peut ecrire de 
maniere unique g(m) = 1 (ggi(m) +:r s (g>g 2 ( m ), avec gi(m), g2(jn) G AT. 
Ceci definit les morphismes g\ et g 2 associes a g. La fonction inverse 
de 3 S (M,N) est <5 S {M,N) : Hom(M, # s iV)(2) -> Rom(6 s M,N), le 
morphisme qui envoie g vers le morphisme A (g m t— > Xg2(m), avec 
A G i? et m G M. 



si w 7^ 1 
if si u> = 1 
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Nous avons de meme un isomorphisme de -R'-modules a droite gra- 
dues. 

$' s (M',N r ) : Hom C '(0jM', N') ~ Hom C '(M', 9' S N')(2). 

Le lemme suivante decoule directement des definitions des morphismes 
impliques. 

Lemme 4.1. iVous avons le diagramme commutatif suivant : 
B! ® R Hom c (M, 6 S N){2) Hom C '(3£(M), 9' S X(N))(2) 



Id®& a (M,N) 



Id^' s (X(M),X{N)) 



R! ® R Rom c {9 s M, N) Hom C '(^l(M), X(N)) 

oil les morphismes horizontaux sont les morphismes naturels. 

Ce lemme demontre le theoreme 02.21) pour M et N des bimodules 
basiques (de la forme 9 Sl ■ ■ ■ 9 Sk (d)). Et ceci nous donne la preuve pour 
M,N eB. □ 

Preuve du theoreme 12.31 

Nous commengons par demontrer la partie "si" du theoreme. Nous 
commencerons par montrer que si M G B et M ^ 0, alors X(M) ^ 0. 
Nous savons que X(M) ~ (V ± R ■ M)\M (on rappelle que V ^ est 
l'ensemble des formes lineaires sur V nulles sur V), done il suffit de 
montrer que V' L R ■ M ^ M. Soit M = ®i> k Mi © {0} son ecriture 
graduee, avec Mk ^ 0. Comme les elements non nuls de V sont de 
degre 2 (voir la definition \1.7L alors les degres des elements non nuls 
de V' L R ■ M sont superieurs a k, ce qui nous permet de conclure que 
V ,J -R-M ^M. 

Si M est decomposable, il existent M 1 ,M 2 ^0 avec M ~ M 1 © M 2 . 
Ceci implique que X(M) ~ X{M X ) © X(M 2 ), avec X(M 1 ),X(M 2 ) ^ 
par ce qu'on vient de voir, done X(M) est decomposable. Ceci implique 
la partie "si" du theoreme. 

Done nous nous interessons a la partie "seulement si". Soit / un en- 
semble de representants des classes d'isomorphismes des bimodules in- 
decomposables de B. Nous fixons Mel jusqu'a la fin de cette preuve. 
Par le theoreme de Krull-Schmidt il existe une suite si, . . . , s n e S et 
un d e Z tels que M est un facteur direct de 9 S1 ■ ■ ■ 9 Sk (d) 

Etant donne que E = Endc(# Sl •■■9 Sk )(d) possede une base (finie) 
comme R— module (la base des feuilles legeres), il est facile de voir que 
E , le C— sous espace vectoriel de E forme par les endomorphismes de 
degre zero, est une C— algebre de dimension finie. Ceci implique que si 
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G = Endc(M), alors G (endomorphismes de degre zero) est aussi une 
C— algebre de dimension finie. 

Si G' = Endc(X(M)) nous avons un morphisme entre des C— algebres 
de dimension finie Go — > G qui est surjectif comme consequence du 
theoreme I2.2L Done nous pouvons relever les idempotents de G' en 
des idempotents de Go- Ceci implique que si X(M) est decomposable, 
alors G a des idempotents non triviaux, et done G aussi, done M est 
decomposable ce qui est absurde. □ 

Preuve du theoreme 12.41 Nous savons que X etant un foncteur 
additif, il definit bien par passage au quotient un morphisme de groupes 
entre les groupes de Grothendieck scindes. 

Lemme 4.2. Soient M, M' e I. Alors X{M) ~ X(M') => M = M' 

Demonstration. Supposons X(M) ~ X(M'). Soit / : X(M) -»■ X(M') 
un isomorphisme, et g son inverse. Soient F : M — > M' et G : M' — > M 
des releves respectifs, e'est-a-dire, tels que Id <8> F = f et Id <g> G = g. 
Nous posons E = Endc(M), E 1 = Endc'(X(M)) et nous notons E , 
E' leurs parties de degre zero respectives. 

Comme consequence du theoreme 12.21 nous avons un morphisme sur- 
jectif E — > E' de C— algebres de dimension finie. Comme E est une 
algebre locale de dimension finie sur C et comme E' est un quotient 
non nul de E , un element de E est inversible si et seulement si son 
image dans E' est inversible. On en deduit que G o F est inversible. De 
meme, F o G est inversible, done F et G sont des isomorphismes. □ 

Par le theoreme de Krull-Schmidt (cf remarque 1.3 de [4]) nous sa- 
vons que (N) = (M) G (B') «JV-MeB'. 

Soit Mel. Par le theoreme 12.31 le bimodule X(M) est indecompo- 
sable, done le theoreme de Krull-Schmidt et le lemme l4~2l permettent de 
conclure que {(X(M))}mei est libre comme Z— module dans (B'). Le 
fait que {{M)} MeI est une base du Z— module (B) permet de conclure 
que X : (B) — > (B') est injectif. 

La surjectivite de X se deduit du lemme suivant : 

Lemme 4.3. Le foncteur X : B — > B' est essentiellement surjectif. 

Demonstration. Chaque objet indecomposable 7' de B' est un facteur 
direct d'un objet X' = 9' S1 ■ ■ ■ 0' Sp {k). Soit X = S1 ■ ■ ■ 6 Sp {k). Soit E = 
EndcpO, et E sa partie gradue de degre zero. Soit E' = Endc'(X'), 
et E' sa partie gradue de degre zero. Comme E'0 est une C— algebre de 
dimension finie, et le morphisme Eq — > E' est surjectif comme conse- 
quence du theoreme 12.21 alors tout idempotent de E' peut se relever a 
un idempotent de E . En particulier l'idempotent definissant 7', ce qui 
permet de completer les preuves du lemme l4~3l et du theoreme 12.41 □ 
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